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= RESUMO: Este artigo tem como objetivo principal a constru¢do de graficos de controle
utilizando o modelo de calibracdo funcional. Para este prop6sito é considerado que a variancia
dos erros de medidas envolvidos no modelo de calibragdo funcional seja conhecida, ou possivel
de ser estimada, pois esta é uma das condi¢cGes de regularidade do modelo de calibragdo
funcional. Mais precisamente, a suposi¢do de se conhecer uma das variancias dos erros faz com
que o modelo funcional seja factivel, isto é, torna possivel estimar os pardmetros do modelo.
Considera-se, também, que os erros de medidas das variaveis dependentes e independentes sejam
aditivos e normalmente distribuidos.
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1 Introducéo

As técnicas e métodos estatisticos vém se destacando cada vez mais no estudo e na
solucdo de muitos fendmenos que ocorrem em diversas areas do conhecimento humano.
Na Engenharia de Produgdo, por exemplo, onde a procura para se obter técnicas e
métodos, que visam a melhoria da qualidade de processos e servigos, 0os métodos
estatisticos tém seu papel de destaque, principalmente, o método denominado de Controle
Estatistico de Processo (CEP). Este método consiste em monitorar o desempenho de
processos, ao longo do tempo, com o objetivo de detectar a presenca de causas especiais,
que podem levar a um aumento da variabilidade do processo ou entdo deslocar a média do
processo de seu “valor alvo”. Qualquer que seja a situagdo (aumento da variabilidade ou
desvio da média) a qualidade final do produto fica comprometida. Assim, sempre que uma
causa especial de mé qualidade é detectada ela precisa de algum modo, ser eliminada do
processo. Os gréaficos de controle constituem-se em uma ferramenta muito Gtil na deteccdo
de causas especiais em um processo. David Garvin (1984), ao escrever suas abordagens
sobre o0 que o consumidor considera, quando decide adquirir um produto ou utilizar um
servigo, descreve que aquele seleciona um produto ou um servico pelas caracteristicas que
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eles tém, mas a selecdo de quais dessas caracteristicas estardo presentes nesse produto ou
servigco é uma decisdo da empresa. Essas caracteristicas, chamadas de caracteristicas da
qualidade, sdo, muitas vezes, associadas a variaveis que podem ser mensuradas, isto &,
podem ser medidas fisicamente.

Existem muitas situagdes onde uma dessas varidveis relaciona-se com outras tendo
um modelo matematico que explique tal relacionamento. Por exemplo, o desgaste de um
pneu pode ser explicado pela quilometragem rodada, pela temperatura do asfalto, pelo
grau de dureza do composto da borracha etc. Para o engenheiro da qualidade é muito
importante saber equacionar 0 comportamento dessas variaveis, no sentido de se poderem
tomar decisfes coerentes. Existem muitas situagbes em que alguma causa ndo comum
passa a atuar no processo, desestabilizando-o, necessitando, assim, que se facam uma
intervengdo no mesmo para eliminar tais causas. Porém, a intervencdo no processo
costuma gerar altos custos para a empresa. O ideal para toda empresa seria prever o
momento em que O processo necessite ser ajustado para evitar que 0 mesmo venha
produzir itens ndo conformes. Ocorre, porém, que para fazer tal previsdo, se faz
necessario que o processo esteja funcionando completamente isento de causas especiais
ou atribuiveis. Além disso, se faz necessario que o processo analisado tenha alguma
relacdo entre as varidveis mensuraveis.

A literatura ja dispde de grande quantidade de material sobre a construgdo de grafico
de controle para a reta de regressao linear simples, considerando a variavel independente
como sendo uma constante, que é obtida sem erro de medida. Em outras palavras, a
varidvel independente ndo é uma varidvel aleatéria. Porém, a pratica tem mostrado que as
variaveis provenientes de medicBes fisicas geralmente apresentam erros de medidas
(Fuller, 1987). Na verdade, os erros de mensuracdo podem estar presentes tanto na
varidvel dependente quanto na variavel independente. A (nica maneira de se conhecer
quaisquer caracteristicas da qualidade, quantitativamente, é através de medi¢des
(Shewhart, 1939). Porém, quando isto acontece, diz-se que tais caracteristicas possuem
erros de medida.

Embora a natureza apresente muitos problemas em que a relagdo entre as variaveis
seja ndo linear, a maioria dos estudos sobre o problema da calibragdo tem se dedicado a
estudar a calibracao linear. Neste artigo é apresentado o0 modelo de calibracéo linear, uma
vez que o relacionamento linear entre variaveis se aplica em muitas areas do
conhecimento. Além disso, muitos modelos ndo lineares podem ser linearizados por
algum processo de transformagcdo, o que possibilita a utilizagdo das técnicas utilizadas em
modelos lineares.

O problema de calibracdo é usualmente caracterizado por duas variaveis, digamos X;
e Y;, supostamente relacionadas por meio de uma funcdo f conhecida, de tal forma que Y;
seja um valor obtido com um erro de observacdo ¢, e X; é uma quantidade fixa ou
controlada, portanto sem erro de medida, definida em um intervalo | denominado de
intervalo de calibracg&o.

Na primeira etapa do experimento de calibragdo, amostram-se n observacles da
variavel aleatdria Y;, a partir de valores prefixados de X;, de modo que se possa estimar a
funcédo f que relaciona as duas variaveis. Portanto, X; e Y; podem se relacionar através do

modelo ¥ = f(Xi)+&. Numa segunda etapa, “a calibragdo propriamente dita”,

seleciona-se uma amostra aleatéria de tamanho kk > 1) da varidvel Y;, digamos Y,
correspondente a um Unico valor de X; desconhecido, digamos X,. Deseja-se, entdo,
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estimar este valor desconhecido X, baseado nas informacGes do ponto de interesse e da
funglo estimada no experimento de calibragdo. O modelo de calibracdo linear pode ser
formalmente definido da seguinte forma:

Y, =a+pXi+g,1=12,..n
@

YOi :a+ﬂX0+80i, i:ﬂ+l,...,n+k,

em qU&  &,...,&n, Egnitre-mEonsk  SA0  Mutuamente independentes e identicamente
distribuidos com média zero e variancia constante o’ . As quantidades Xi,.., X, S&0

consideradas constantes conhecidas enquanto que «, B, X, € o’ sdo os parametros

desconhecidos. A primeira equacdo do modelo (1) diz respeito a primeira etapa do
processo de calibragdo e a segunda equacéo se refere a segunda etapa do modelo, também
chamada de calibracdo propriamente dita.

2 Metodologia

Para obter os limites do gréfico de controle utilizando o modelo de calibracéo
funcional faz-se necessario primeiramente definir matematicamente o modelo e quais 0s
parametros envolvidos nele. Uma vez estabelecidos quais os parametros do modelo, o
passo seguinte consiste em obter expressdes para 0s estimadores dos parametros. Neste
artigo as expressdes sdo assintoticas tanto para o vicio quanto para o erro quadratico
médio dos estimadores como mostrado em Shukla (1972). Em outras palavras, uma vez
estabelecida a expressdo matematica dos estimadores, faz-se expansdo em série de Taylor
em torno de um ponto conveniente para obter a variancia assintética e consequentemente
0 vicio e o erro quadrético médio. Acontece que num modelo de calibracdo existem outros
pardmetros além do vicio e do erro quadratico médio. Para estimar esses outros
parametros do modelo € utilizada a linguagem usual para as expressdes algébricas, isto €,
usa-se a nomenclatura, estimadores. Particularmente o interesse maior pelos pardmetros se
concentra na variancia dos erros de mensuracdo, pois a suposi¢do inicial é que esta
variancia seja conhecida ou possivel de ser estimada. Para verificar o comportamento
assintético das expressdes algébricas, se realizara algumas simulagdes de dados.

3 Resultados e discussao

Nesta secdo serd mostrado detalhadamente como se obtém a variancia dos erros de
mensuragdo. Sera mostrado também o mecanismo de formacéo de erros no cotidiano de
uma fébrica. Além disso, sera definido o modelo de calibracdo funcional e suas
propriedades.

3.1 Obtencéo da variancia dos erros de medida G2,

O monitoramento de um processo se da através da medigdo de uma caracteristica da
qualidade X; por meio de algum sistema de medicdo, Costa et al. (2004). Idealmente, este
sistema de medicdo deveria produzir somente resultados corretos, coincidindo sempre
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com o valor verdadeiro da grandeza mensurada. Infelizmente, a pratica tem mostrado que
todo processo de medicdo produz resultados com erros. Por exemplo, se em uma mesma
peca for realizada medicgBes sucessivas da caracteristica X; ter-se-4 uma dispersdo de
valores em torno de um ponto central, e cada valor medido de X; traz embutido um erro de
medicdo, de modo que a variabilidade total, que se observa nos valores mensurados de X;
divide-se em duas componentes, as quais sdo: a variabilidade real da caracteristica
inerente ao processo produtivo como consequéncia de causas aleatérias e a variabilidade
inerente ao processo de medicdo. Se os erros de medicdo forem independentes do valor
verdadeiro da grandeza entdo a variancia total observada é dada por:

2 2 2
Otot =Oproc +OMed (2)

em que o%, € a variancia total que se observa, ao realizar medidas da caracteristica da
qualidade do processo; oa,. € a variancia dos valores verdadeiros da caracteristica

intrinseca do processo, e oy, € a variancia inerente a medicdo, isto é, a variancia do erro

de medicéo.
Neste artigo, o interesse maior é pela obtencdo de uma estimativa da variancia do

erro de medic&o que sera denotado por O7 . Esse erro de medida é obtido, fazendo-se a
diferenca entre o valor verdadeiro do mensurando e o resultado de uma medigdo desse
mesmo mensurando. O erro J; pode ser decomposto em duas partes: o erro sistematico e o
erro aleatério. O erro sistematico, também conhecido como tendéncia, € a diferenca entre
o valor médio resultante de infinitas medi¢bes do mesmo mensurando sob as mesmas
condicBes e o valor verdadeiro do mensurando. Ja o erro aleatorio é a diferenga entre o
resultado da medic&o e esse valor médio, descrito acima, e, por defini¢do, tem média nula.
Por outro lado, a variancia do erro de medida decompfe-se em duas componentes da
seguinte forma:

O-l%/led = o-lgepet +GF2(epro (3)

em que o, € a variancia do erro de medigéo, Cheper € @ variancia do erro de

repetibilidade e aﬁepm ¢ a variancia do erro de reprodutibilidade.

A repetibilidade é definida como o grau de concordancia entre resultados de
medigdes sucessivas de um mesmo mensurando sob as mesmas condi¢des de medigao.
Essas condigdes sdo chamadas de condicfes de repetibilidade e englobam o mesmo
procedimento de medi¢do, 0 mesmo observador, 0 mesmo instrumento de medida
utilizado nas mesmas condic¢des, mesmo local e repeticdo em curto periodo de tempo.

A reprodutibilidade é definida como o grau de concordancia entre os resultados das
medic¢Bes de um mesmo mensurando, efetuadas sob condic¢des variadas de medigcdo como,
por exemplo, o operador do instrumento.

Para estimar a variancia do erro de medicdo faz-se necessario estimar,
primeiramente, a varidncia do erro de repetibilidade e do erro de reprodutibilidade.
Existem varias maneiras para proceder-se nesta direcdo. Contudo, as formas mais
utilizadas e também mais simples séo:
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é\-Iiepet :i (4)
d,
em que R é a média das diversas amplitudes amostrais, d, é uma constante que se
encontra tabelada em diversas obras relacionadas sobre o assunto aqui tratado, e que
depende do tamanho n da amostra. Por exemplo, se o tamanho da amostra for igual a 2,
entdo, o valor da constante d, é igual a 1,128.

Para estimar a variancia dos erros de reprodutibilidade deve-se lembrar de que essa
variancia ocorre quando um mesmo instrumento é utilizado sob diversas condicdes, tais
como: operadores diferentes e/ou procedimentos diferentes e/ou locais diferentes dentre
outros. No caso de instrumentos automatizados em que ndo ha intervencdo do operador no

processo de medicdo, é usual considerar of,,=0, e, neste caso, tem-se a seguinte

igualdade: oy =R - POrém, quando o instrumento de medigéo néo € automatizado, a
expressdo para se estimar a variabilidade dos erros de reprodutibilidade é dada por:

_ 2 22
G éepro :(RXJ - repet (5)

d, nr

em que Rg = Xpax — Xmin, SN0 Xpax © Xmin O Mé&ximo e o minimo valor,
respectivamente, dos resultados médios obtidos pelos diversos operadores; r € 0 nimero
de vezes em que cada operador mede um mesmo item; n é o nimero de itens medidos e d,

2
. - . Ry 6% .
é como definido anteriormente. Eventualmente, o valor de (dxj — R hodera ser
nr
2

negativo. Quando isto ocorrer € costume adotar-se Ogey, =0 . Portanto a estimativa da
variancia do erro de medicdo de uma grandeza X; é dada pela expresséo:

_ 2 ~2
s = G+ Ghoro = R (R _ TP ©
OMed = ORepet + ORepro = d + d - nr

2 2

A estimativa da variancia do erro de medida dada pela expressdo acima serd utilizada
neste artigo como a estimativa da variancia dos erros ¢; denotada por g -

3.2 A Geracdo dos erros de medidas no cotidiano de uma empresa

Como mencionado anteriormente, 0 conhecimento da variancia do erro de medida da

variavel independente X; denotada por 0%, faz com que o modelo de calibracio
funcional seja factivel, isto é, torna possivel estimar os demais parametros do modelo.
Contudo, a préatica tem mostrado que nem sempre é possivel conhecer o valor desta
variancia, a priori. Mas, em se tratando de controle estatistico de processos, isto ndo é um
problema tdo sério assim, uma vez que as empresas que fazem uso dessa eficiente técnica
estatistica tém guardado em seus arquivos um historico do processo de medicdo de seus
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produtos, o que permite estimar a variabilidade das medidas. Infelizmente, existe uma
grande parcela de empresas que ndo fazem o controle de qualidade de seus produtos e/ou
servigos. Evidentemente, nesta situacdo, torna-se muito dificil a obtencdo de uma
estimativa da variancia dos erros. O que se pretende nesta se¢do é apresentar ao leitor o
mecanismo de formacdo dos erros de medidas inerentes a todo processo produtivo, e
mostrar qudo importante é para as empresas conhecer e controlar esses erros.

3.2.1.  Erros decorrentes da falta de conformidade com o projeto

Quando uma empresa decide lancar um novo produto no mercado ou entdo resolve
ampliar seus negocios, oferecendo condicfes para produzir novos itens, ela retine a alta
geréncia com objetivo de planejar e elaborar o projeto para fabricar esse(s) novo(s)
produto(s). Uma vez realizado e aprovado o projeto, a empresa espera, entdo, que seus
equipamentos, ou seja, seu processo seja capaz de fabricar esse(s) novo(s) itens com as
mesmas especificagdes daquelas estabelecidas no projeto. Entretanto, mesmo que o
processo seja capaz de fabricar o produto dentro das especificacfes desejadas, existird
sempre uma diferenga entre as dimensfes do produto manufaturado e as dimensGes
estabelecidas no projeto como consequéncia de causas aleatdrias. Essas diferencas entre
as dimensbes do que se estabeleceram no projeto e as dimensdes dos produtos finais
geram uma variabilidade chamada de variabilidade real da -caracteristica. Essa
variabilidade existe somente como consequéncia de causas aleatorias. A empresa muito,
provavelmente, estard produzindo itens considerados ndo defeituosos, uma vez que
variagBes decorrentes de causas aleatorias sdo aceitiveis. Se a variabilidade existe
decorrente de outras causas consideradas como especiais, entdo, muito provavelmente
havera uma falta de conformidade do produto acabado com o projeto, significando, assim,
que 0 processo ndo esta sob controle estatistico.

Para tornar mais didatico o conhecimento dessa variabilidade natural, ser4 mostrado
um exemplo de como surge essa variagdo, e como é importante para uma empresa deter o
conhecimento de sua magnitude.

Suponha que uma montadora de veiculos de passeio resolva contratar uma empresa
de fundicdo de metais para produzir blocos de motores para certo tipo de carro. A
montadora, ao receber os blocos encomendados, fica muito satisfeita com a qualidade
destes e resolve contratar, também junto a essa mesma empresa, outras pegas que
compdem o motor do veiculo, tal como o pistdo. Nesse caso, a montadora repassa para a
empresa contratada quais sdo as medidas exatas das caracteristicas do diametro e do
comprimento do pistdo, deixando estabelecido em contrato uma pequena margem de erro,
segundo a qual os pistdes ainda serdo considerados como sendo sem defeitos. A empresa
comeca produzir os pistfes, e para garantir a qualidade destes, o gerente responsavel pela
producéo seleciona diariamente uma amostra aleatdria de 4 pistdes e utiliza funcionérios
muito bem treinados e equipamentos de alta precisdo para executar as medi¢des. Ao
realizar as medicdes, 0 gerente percebe que a partir da primeira amostra selecionada,
nenhuma peca teve o seu comprimento e o seu diametro igual ao valor exigido pela
montadora, ou seja, existe um erro entre 0 que se estipulou no contrato e 0 que se esta
produzindo. Entretanto, o gerente constatou, também, que, em média, as medidas de cada
caracteristica ndo ultrapassaram a margem de erro estipulada no contrato. Esta claro que
se a empresa consegue produzir os pistdes, respeitando as exigéncias de contrato, entéo,
as variagOes existentes em cada peca sdo decorrentes somente de causas aleatdrias e nao
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caracteriza falta de conformidade de projeto. Com isso, a empresa produtora dos pistdes
consegue acumular, ao longo do tempo, uma grande quantidade de dados sobre o
comprimento e o didmetro dos pistfes, 0 que permitira a empresa contratante, no caso, a
montadora, fazer uma auditoria no processo de producgdo, a qualquer momento, desde que
isto esteja também estabelecido em contrato. Além disso, com essa amostra de tamanho 4,
0 gerente consegue estimar facilmente a média e a variancia de cada caracteristica de
modo que, ao final de algum tempo, ele passe a deter com muita precisdo qual a variacédo
média existente tanto para o didmetro quanto para o comprimento dos pistdes, que ainda
assim, eles serdo considerados ndo defeituosos. Este é um exemplo bem simples de como
os erros de medida surgem no cotidiano de uma empresa.

Mas qual a vantagem para a empresa em deter o conhecimento dessa variagdo
média? A resposta € muito simples. O gerente da empresa pode estabelecer que a
variabilidade maxima permitida na fabricacdo das pecas (pistdes) seja justamente essa
variacdo média. Assim, se em um determinado dia a amostra selecionada proporcionar
uma variacdo que ultrapasse aquela estipulada pela empresa, entdo € sinal de que alguma
causa especial esta interferindo no processo e o gerente responsavel pela producdo pode
rapidamente descobrir quais sdo essas causas. Em outras palavras, o controle do processo,
pelo menos no que diz respeito & variabilidade das medidas do didmetro e do
comprimento, pode ser feito através desse maximo valor instituido pela empresa. Isto
pode ser realizado da seguinte forma: se as amostras selecionadas aleatoriamente
fornecerem uma variancia menor ou igual a que se esta utilizando como valor maximo
permitido, considere o processo sob controle estatistico, e caso contrario, 0 processo
precisa ser examinado cuidadosamente.

3.2.2.  Erros decorrentes do processo de medigéo fisica

Os erros decorrentes de processos de medices fisicas jA foram apresentados
anteriormente e se dividem em duas categorias: os erros de reprodutibilidade e os erros de
repetibilidade. Qualquer que seja a categoria desses erros é muito importante conhecer sua
magnitude e o seu processo de formagdo la no chdo da fabrica. Isto porque uma vez que se
conhece sua magnitude e a forma como se originam torna-se mais facil exercer maior
controle sobre eles, proporcionando, assim, uma melhoria na qualidade final dos produtos.

Como discutido na secdo (3.1), os erros de repetibilidade s&o definidos como sendo
0 grau de concordancia entre resultados de medicBes sucessivas de um mesmo
mensurando sob as mesmas condi¢des de medicdo. Mas como isto acontece no cotidiano
de uma empresa? Como o gerente responsavel pelo processo produtivo de uma fabrica
toma conhecimento desses erros? Em outras palavras, como se originam esses erros
quando se esta produzindo um disco de freio de uma moto, por exemplo? Isto acontece da
seguinte maneira: imagine uma fabrica que produz discos de freio para uma categoria de
motocicleta. Certamente que uma das caracteristicas da qualidade a ser monitorada pela
empresa diz respeito a espessura do disco de freio. O procedimento definido e implantado
do controle de qualidade sobre amostragem, da empresa estabelece que, de hora em hora,
um disco deva ser selecionado ao acaso, e suas medidas tomadas trés vezes por um
mesmo operador muito bem treinado, utilizando o mesmo instrumento de medida sob as
mesmas condi¢Bes, no mesmo local de medicdo, utilizando o mesmo procedimento, e
fazendo-se isto num curto intervalo de tempo. Nestas circunstancias, é de se esperar que 0
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operador encontre trés valores iguais para a espessura do disco. Mas, infelizmente, isto
nem sempre acontece, e € muito comum numa situagdo como esta a obtencdo de trés
resultados diferentes. Esses resultados diferentes, obtidos nessas condicGes, sdo o0s
chamados erros de repetibilidade. Este € um exemplo bem simples que se pode utilizar
para mostrar como surgem os erros de medidas devido a repetibilidade em um processo
produtivo.

Como quantificar a magnitude da variaco dessas medidas? Nesse caso particular,
uma forma bem simples de quantificar a variacdo das medidas é através do célculo da
amplitude amostral, que consiste em tomar a diferenca entre 0 maior e 0 menor valor
observado. Ou seja, o0 desvio padrdo de um subgrupo racional que, neste caso, consiste das
trés medicdes de cada disco, pode ser estimado pela amplitude amostral dessas medidas, e
0 desvio padrao total pode ser estimado tomando a raiz quadrada da expresséo (4).

A outra categoria de erros denominada reprodutibilidade € definida como o grau de
concordancia entre os resultados das medi¢des de um mesmo mensurando e efetuadas sob
condicOes variadas de medicdo. Mas como é o processo de formagdo desses erros no
interior de uma fébrica? Para ver como esses erros aparecem num processo produtivo,
basta voltar ao exemplo anterior. SO que agora a empresa estabelece que cada disco
selecionado de hora em hora deve ter sua espessura mensurada por trés operadores
diferentes. Mas acontece que esses operadores trabalham em ambientes diferentes,
distante uns dos outros, pois a empresa deseja, também, avaliar a qualidade de trabalho
desses medidores. Além disso, cada medidor utiliza seu préprio instrumento de medida de
modo que cada um deles trabalhe com instrumentos diferentes. Nestas circunstancias, é
muito provavel que as trés medidas da espessura de um mesmo disco sejam diferentes
uma da outra, introduzindo, assim, os chamados erros de reprodutibilidade na linha de
producdo. Apds algum periodo de tempo, a empresa ter4 em seus registros uma grande
quantidade de dados referentes a esse processo de medi¢gdo. Nesse caso, se em um mesmo
disco houver medidas muito discrepantes, entdo, o responsavel pelo processo terd que
verificar uma quantidade razodvel de itens tais como: a pericia do operador, a qualidade
do instrumento utilizado por eles, & matéria prima utilizada para fabricar aquele disco,
dentre outras.

Como quantificar a magnitude da variacdo dessas medidas? Uma forma muito
utilizada para quantificar a variagao dessas medidas é através da expressdo (5). Ou seja, 0
desvio padrdo das trés medicgBes de cada disco pode ser estimado pela amplitude amostral
dessas medidas e a estimacdo do desvio padrdo total leva em consideracdo a quantidade
de pecas mensuradas e 0 nimero de vezes que cada uma delas é medida por cada um dos
operadores. Se a empresa for realmente organizada, ela terd em seus arquivos a
variabilidade média das medicdes de cada um dos operadores, de modo que ela possa
confrontar esses resultados como uma forma de avaliacdo da capacidade de seus
funcionéarios. Em procedimentos desta natureza, a variabilidade encontrada é decorrente
tdo somente do processo de medigdo e estd sempre presente num processo produtivo que
adote este tipo de controle da qualidade de seus produtos.

3.3 O modelo de calibracéo funcional e suas propriedades

Nesta se¢do serd apresentado o modelo de calibracdo funcional e as propriedades dos
estimadores dos pardmetros envolvidos nele.
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Como na segunda etapa do problema de calibracdo, faz-se necessario extrair uma
amostra aleatéria de tamanho &k > 1) da variavel aleatoria Y; correspondente a um Unico
valor de U; desconhecido, entdo o modelo de calibragdo com erros nas variaveis, pode ser
definido como:

Y =a+pU +g, i=12,..,n,
X, =U;+4, i=12,..,n, 7

Yoi =a+ pPUy + &, i=n+1..,n+Kk,

em que &, ..., &, Eonsiy-Eonsk S0 Mutuamente independentes e identicamente

distribuidos com média zero e variancia of. E assumido também que as quantidades
S,..., 0, Sa0 mutuamente independentes e identicamente distribuidas com média zero e

variancia constante o .
O modelo de calibragdo funcional é amplamente conhecido na literatura estatistica, e
caracteriza-se essencialmente, pelo fato das quantidades U;, i=1,2,...,n, no modelo (7)

serem consideradas como constantes fixas. Ou seja, 0 modelo de calibragdo funcional é
um modelo como definido em (7), que considera a varidvel independente como sendo
constantes fixas ou variaveis controladas, desprovidas de algum tipo de distribuicdo de
probabilidade. Infelizmente, este modelo tdo importante e com uma vasta aplicabilidade
ndo tem sido explorado nas &reas de tecnologias tais como as engenharias, principalmente
na engenharia de producdo, onde se encontra muitas situacdes em que tal modelo poderia
ser aplicado com éxito. Ha que se perceber que nesse modelo, o nimero de pardmetros

cresce com o tamanho da amostra n e 0s (n+4) parametros do modelo sdo: «, }, af ,

Oued» U, ..U, , onde &, B, 0>, Oues S&0 conhecidos como parametros estruturais do
modelo e 0s n dltimos sdo chamados de pardmetros de incidentais.

3.2.3. Propriedades do estimador de U, no modelo funcional de calibracéo

Conforme descrito em Lima (1996), quando se conhece a variancia af,led no modelo
(7), tem-se que os estimadores de maxima verossimilhanga dos pardmetros o e £ nao sao
consistentes e nem podem ser obtidos de forma explicita.

Também nado se conhecem, neste caso, as expressdes das variancias assintéticas dos
estimadores de maxima verossimilhanca. A inconsisténcia desses estimadores no modelo
de regressdo funcional transporta-se automaticamente para 0 modelo de calibracéo
funcional. Porém, isto ndo significa que ndo se podem obter estimadores consistentes para
tais pardmetros no modelo de calibracéo funcional. Segundo Cheng e Van Ness (1991)
obtém-se estimadores consistentes para 0s parametros « e S no modelo de calibracéo
funcional, tomando-se os estimadores obtidos pelo método dos momentos no modelo
estrutural e estudando seu comportamento no modelo funcional. Utilizando esse fato e

conhecendo-se a variancia o—f,,ed obtém-se, entdo, os estimadores consistentes no modelo
de calibracéo funcional. Segundo o modelo (7) observa-se que:
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. . 2
(X'j~N2 Ui oo 01 1 ne 8)
a+ pUi 0 of

Yoi ~ N(a + BUoi; 0&.), i=n+1..n+k,

com (X, Y, Yei) mutuamente independentes, em que X; = (X,..., Xs), ¥ =(Y1,....,Ys) €
Yoi = (Vo0 Yonek) » CONforme definido, anteriormente. Os estimadores consistentes para
o0s parametros do modelo (7) sdo obtidos considerando, inicialmente, o modelo estrutural.
Suponha-se, também, que a variancia dos erros de medida ofﬂed seja conhecida e que
U ~ N(%,af), i=1..,n. Com base nessas suposi¢cdes, pode-se mostrar que oS

momentos populacionais de (X;, Y, Yoi), segundo Lima (1996), satisfazem as seguintes
igualdades:

2

2 2 2 2 2 2 2 2 2
(O-X’ GY’ GYO’ UXY’ O-XYO’ GYYO) - (Uu +0Med’ ﬁ Uu +U£’ O-g’ ﬁO'u, 0’ 0)

(,le, ,u\(v ,uyo) = (,Ll, a+ﬂ/‘r a+ﬁuo)'

Substituindo 0s momentos populacionais pelos seus momentos amostrais no lado
esquerdo das igualdades acima, obtém-se um sistema de equacBes que, depois de
resolvido, fornece os estimadores dos parametros desconhecidos, que s&o:

Ge =V - A X,
n S,
fo=—",
Sxx_o-lgfled
6'3 :%(SW + SYoYo _IBACSXY)' 9)
6-112 = Sxx _O-l%lledv €
R Y. -G~ A

C

em que  X,Y,Y%, S, Sy, S, sdo como definidos anteriormente e

n+k

2 (Yo —\70)2. Nota-se que os estimadores definidos em (9) somente

i=n+1

YoYo

1
S, =1
k

pertencerdo ao espaco paramétrico se 67 e &2 forem positivos. Esses estimadores serdo

positivos se e somente se (S, + Sy, )(Sx —Omea) — Sy > 0. Ou seja, se S, > Owes ©

2

Sy + Sy, > S# Assintoticamente ndo existe nenhuma restricao, pois o estimador
x — OMed
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52 converge em probabilidade para o parametro o e o estimador 67 também converge

em probabilidade para o pardmetro o (Lima, 1996).
Observe-se que os estimadores a. e ﬁc s0 dependem da primeira etapa do
experimento de calibracdo, isto é, s6 dependem das n observacdes de X; e Y;. Lima (1996)

demonstrou, ainda, que os estimadores 4., /&, Uy € &2 definidos em (9) séo estimadores

fortemente consistentes, e que o valor esperado do estimador de U, é dado pela seguinte
expressao:

i Ui-UYy
—ZﬂéOfAed}O(nz), ondel :'1172

nO_Med

E (ljoc )=Uo +

U, -U) {oﬁ(m)

2 2
no—MedﬂC I I

Claramente pode-se notar que UOC ¢ um estimador viesado, mas que
assintoticamente isto ndo acontece, uma vez que lim E(U,c)=U, . Nota-se, também, que
n—o0

este estimador é ndo viesado quando U, =U , e que o viés pode ser bem pequeno para

valores de U, proximos a U. Para os propositos de estudo, nesta tese, ndo sera utilizado o
estimador inverso, uma vez que tal estimador, além de ser viesado, é, também, um
estimador inconsistente.

3.3.2. Estimador da variancia de Uy

Inicialmente se faz necessario ressaltar que o modelo de calibracéo funcional se da
em duas etapas em que a primeira etapa, também chamada de experimento de calibragéo,
nada mais é do que um modelo funcional de regressdo. Portanto, toda a teoria
desenvolvida sobre o modelo de regressdo funcional continua valida para 0 modelo de
calibragdo funcional. Considere-se 0 modelo de calibracdo definido pelas equages (7)
com média e variancia definidas por (8) e o modelo estimado dado pela seguinte
expressao:

U "% 4 o
oc="= ' B.#
Jis

Aplicando-se a variancia em ambos os lados da igualdade acima, e ap6s alguma
manipulagdo algébrica, como pode ser constatado em Lima (1996), obtém-se o estimador

da variancia assintética de Uy , dado pela expressio:

A ~2 ~4 ~2 T\ 2
36, (1+1 2-3l Ug-U)®

p ol 36la+n)  6I(2-3) Ug-U)

N 2

2 -2 ~412 2 =22 =22
e kBc KB O yeg nk e NBc O pea

Var(U,c) = +0(n™)

onde | é como definido anteriormente, ¢= 36" + o, , ® =[62(L+1) + Foiseg (2+1)]

e k é o nimero de observagdes na segunda etapa de calibracdo. Desprezando-se 0s erros
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de segunda ordem, isto é, n”> e trabalhando-se apenas com valores aproximados até os
termos de primeira ordem, tem-se:

A A2 A4 A2 T\2
A a ) o, 36,1+1) <&.(2-31) (U,-U)T
Var(uoc): ~2 + ~2 + 2 2 + 5212 + ~202 20 )
ng. kB, nkp. 1o nk g | ng:l'c

C Med Med

(10)

emque I'= [(}f (1+I)+,Bczaf,Ied (2+1)] e Uy € o estimador classico consistente de Uo.

3.3.3.  Erro padréo da reta de calibracéo funcional normal

O processo utilizado para obter o erro padrdo da reta de calibragdo funcional é
semelhante ao processo utilizado para obter o erro padrdo de um conjunto de dados de
uma determinada variavel digamos Y;. Quando se tratar de uma variavel, a variagao
amostral se da entre cada ponto observado e a média da variavel. Porém, quando se tratar
de uma relagdo entre varidveis como, por exemplo, 0 modelo de calibragéo funcional, a
variagdo se da entre cada ponto observado e a reta de calibracdo ajustada. Em outras
palavras, o desvio padrdo do estimador dos verdadeiros valores de X; no modelo de
calibragdo funcional, passa a ser o afastamento médio e minimo, existente entre cada
ponto observado e a reta estimada. Esse desvio padrdo serd chamado de erro padrao, e seu
estimador ¢, simplesmente, a raiz quadrada positiva da expressao definida em (10), ou

seja:
EP(UOC)zaﬁar(UOC) 11)

E importante observar que a equacdo de regressido obtida no experimento de
calibragdo é estimada a partir de um conjunto de n observagdes das varidveis X; e Y;, de
modo que a variancia da reta ajustada representa uma medida do erro, segundo a qual
qualquer valor de U, pode ser estimado a partir de um valor observado Y.

3.3.4. Intervalos de confianca assintdticos para os parametros do modelo

Este é um assunto que ainda ndo tem sido explorado em modelos com erros nas
varigveis e, principalmente, em modelos de calibracdo. Porém, utilizando as estimativas
consistentes dos parametros do modelo de calibracdo, que sdo estimadores com
distribuicdes assintoticamente normais, pode-se construir os intervalos de confianga
assintéticos para os parametros o e f. Para construir esses intervalos de confianca
assintéticos, segundo Cheng & Van Ness (1994 e 1999), é necessario somente 0
conhecimento da probabilidade de cobertura 100(1—8)% e da largura z esperada do

intervalo. Assim, os intervalos de confianga assintoticos para os parametros do modelo
podem ser escritos como:

Pldc —(tg,02))EP(&)< @ < e +(1g,, ) EP(:)]=1-6 , &
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PLA: —(tg.n 2)EP(A)<S <+ (tg,0 2) EP(f)]=1- 0,

em que o erro padrdo de a. e /3’C é dado pela raiz quadrada positiva da variancia desses
estimadores, que sao:

ép(é{c) :\/é} + U {[O-f/led (1+4|)](§+ ﬂco-Med : EP(/&C) — I[O-hz/led (1+ I)]@‘*‘ ﬂCJMed ) (12)
n NOpeq | \I Nopeql’

3.3.5. Intervalo de confianca assintdtico para valores preditos

Considere-se inicialmente uma situagdo cujo objetivo é estimar um determinado
valor de uma variavel Y, correspondente a um determinado valor X;. Neste caso, o valor
estimado de Y; pode ser representado pela expressdo:

Y.=a +BX;. (13)

Porém, existe outra situagdo para se fazer estimacdo, que deve ser diferenciada
dessa. E a situagdo na qual um valor da variavel independente X, representa um novo
valor ou uma nova observacdo de X; correspondente a uma observacdo adicional ou futura
Y, deY;. Naturalmente, o valor predito de X, pode pertencer ou ndo ao conjunto de dados
que foram utilizados para estimar a reta de regressdo e, portanto, pode ser obtido através
da expressdo dada em (13). A diferenca fundamental entre as duas situacfes é o erro
padrdo do valor estimado e, conseqiientemente, a largura do intervalo de confianca. Na
primeira situagdo, constata-se que o estimador do erro padrdo é dado pela expressao:

(Xi = X)?
S =5 |1+ T2
" (- XY @

Na segunda situagdo, o valor do erro padrdo é semelhante ao anterior, embora a
previsdo futura seja mais imprecisa. Dessa forma, a inclusdo de uma variagéo adicional S
é realizada ao estimador do erro padrdo. Neste caso, segundo Ferreira (2005), o estimador
do erro padrdo para uma nova observagdo X, é dado por:

Xo = X
E( i—X)

Observando as expressdes (14) e (15), pode-se notar, claramente, a justificativa dada
por Mandel (1969) de que é sempre possivel construir limites de controle, paralelos
quando a variacao sobre a reta de regressdo nao for muito grande. A Ultima parcela dentro
do radical na expressdo (15), por exemplo, depende dos afastamentos ou desvios nos
valores da variavel independente. Desde que esses desvios sejam pequenos, a contribuicéo
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dessa parcela na formacdo do valor do erro padréo torna-se praticamente desprezivel, de
modo que o valor final do erro padrdo seja majorado pelos valores das outras parcelas e
pelo valor do desvio padrdo amostral S. Assim, o erro padréo da reta ajustada cresce ou
decresce de forma praticamente constante, de modo que para qualquer valor dentro do
conjunto de cobertura, a distancia entre a linha central e os limites de controle seja fixa.
Quando a variagéo for grande, entéo, a Ultima parcela dentro do radical na expressdo (15)
passa a ter uma contribuicdo maior na formacdo do valor final do erro padrdo e,
consequentemente, aqueles valores mais afastados do centro da distribuicdo dos dados
produzirdo um erro padrdo maior. Dessa forma, os valores mais centrais produzem uma
distancia menor entre os limites de controle e a linha central e, aqueles valores mais
afastados do centro produzem limites de controle mais distantes da linha central, fazendo
com que os limites ndo sejam paralelos.

Com os resultados apresentados nas expressfes (14) e (15), pode-se construir o
intervalo de confianca para um valor predito de Y; dado uma observacéo X; e o intervalo
de confianca para um valor predito futuro de Y, dada uma observacdo de um valor futuro
Xo tendo como base a distribuicdo t de Gosset, que sdo:

IC(l_g)(Yi) YA| it(g' n_z)SYAi :a’\"l"ﬁ>(|it(gv n_z)SYAi
R o : (16)
|C(1_0) (Yo) Yo it(g n—Z)SYAo = (Z+ﬂX0 it(g n—Z)SYAU

Um intervalo de confianga para a predicdo inversa, isto é, para o modelo de
calibragdo ndo é derivado de forma téo trivial como os intervalos de confianga deduzidos
para 0 modelo de regressdo simples conforme descrito em Zar (1996). Além disso, Zar
relata, também, que, no caso da regressao simples, os limites dos intervalos de confianca
sdo simétricos em torno Y;, mas que 0 mesmo ndo ocorre com os limites para a predicéo

de >Zi. Utilizando a mesma notacdo definida em (9), Zar apresenta um intervalo de

confianca para um valor predito da variavel independente >2i o qual é dado pela
expressao:

A~ —  BY -Y 9 0 RVAT
IC1 ) (Xi) : X +ﬁ(Y'K Y)i TK 2 |g? n(Y' Y) +K(1+l), @an
> (X = X)’
i=1
emque K=/ -t, S,
(*zvn—z)

3.3.6. Modelo de previséo para novas observacoes

Uma das mais importantes aplica¢cdes de um modelo de regressao é justamente fazer
previsdes para novas ou futuras observagdes. No caso do modelo de calibragdo isto ndo é
diferente, uma vez que um modelo de calibragdo nada mais é do que um modelo de
regressdo, denominado regressdo inversa. Como definido em (9), a estimativa de um novo
ou futuro valor da variavel resposta para um modelo de calibragéo é dada por:
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Xoc =% - (18)

Suponha-se agora, que o interesse de um pesquisador consiste em obter uma
estimativa do intervalo para essa nova ou futura observagdo chamada de U, Essa
observacdo é independente das observacfes que foram utilizadas para ajustar o0 modelo e,
consequentemente, o intervalo de confianca definido por (17) ndo é adequado, pois ele foi
obtido somente com os dados utilizados para estimar a curva de calibragdo. Ou seja, 0
intervalo de confianga em torno de X; refere-se & resposta média verdadeiraem Y, =Y, e
ndo as futuras observagdes. Considerando U, como sendo uma observagdo futura
correspondente a um valor de Y, =Y, e fazendo com que UOC seja seu estimador, tem-se,
entdo, o erro de previsdo que é dado por:

Var (p)=Var (U, — U, )=Var(U,) +Var (U,c ) — 2Cov(U,, Uyc)
em que ¥ é uma variavel aleatoria, distribuida normalmente com média zero e varidncia

estimada dada pela expresséo:
Nota-se que a estimativa da variancia de ¥ coincide com a estimativa da variancia de

oc pelo fato de U, ser considerada uma constante fixa e ndo uma variavel aleatoria, isto

o C,

Var () =Var (U, —U,c )=Var (Uq).

Observa-se, também, que UOC é uma previsdo ndo viesada para Uy, uma vez que,

por definicdo, a esperanca do erro de previsdo num modelo de regressdo deve ser nula.
Assim, 0 modelo de previsdo para novas ou futuras observagdes seré obtido, utilizando-se

da expressdo da variancia de UOC dada por (10). Conclui-se que uma boa parte dos
resultados, até aqui apresentados, ja sdo de conhecimento publico e encontram-se
demonstrados em (Lima, 1996). Entretanto, o grafico de controle, utilizando esses
resultados, isto é, utilizando o modelo de calibracdo funcional com a suposicéo de que a
variancia dos erros de medida na variavel independente seja conhecida, é algo inédito e
seré apresentado a seguir.

3.4 Gréfico de controle de calibracdo com a variancia dos erros conhecida

A construcdo do gréfico de controle utilizando o modelo de calibragdo funcional
pode constituir-se numa ferramenta muito eficiente na andlise do relacionamento entre
duas caracteristicas da qualidade, principalmente se esse relacionamento for linear e do
tipo causa e efeito. A ideia principal, nesse caso, é exercer o controle estatistico sobre as
duas caracteristicas da qualidade, simultaneamente. No caso especifico do modelo de
calibracdo, além do interesse em controlar a relagdo entre duas variaveis, pode-se desejar,
também, fazer previsdes para novas ou futuras observacdes. Este tipo de grafico de
controle ndo é tdo simples de ser construido e, principalmente, de ser interpretado como
os graficos de controle por varidveis ou atributos introduzidos por Shewhart. Uma
interpretagdo equivocada do relacionamento entre variaveis do tipo causa e efeito,
certamente levara o gerente de qualidade a tomar decisdes equivocadas, colocando em
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risco a estabilidade do processo e, conseqiientemente, gerando gastos desnecessarios para
a empresa.

Os elementos necessarios para construir o grafico de controle, utilizando o modelo
de calibragdo funcional, sdo analogos aos que se utilizam para construir os graficos de
controle para variaveis. Ou seja, a linha média, também chamada de linha central do
grafico de controle, sera representada, aqui, pela equacéo ajustada da curva de calibracgéo,
e os limites, inferior e superior de controle sdo construidos, tendo como base o erro padrao
da equacdo ajustada. Como ja é conhecida na literatura e, também, na pratica, a média do

processo pode variar em quantidades mdltiplas do desvio padrdo, isto é, X +3c,

X +3,30, e assim por diante. Portanto, os limites, inferior e superior de controle podem

ser construidos distantes da linha central conforme o interesse e a necessidade do gerente
do processo. Assim, se o0 objetivo for somente o de construir um grafico de controle,
utilizando o modelo de calibragdo ajustado para se fazer o monitoramento do processo,
entdo, os elementos necessarios para construir o grafico de controle podem ser expressos
pelas seguintes equagdes:

Limite Superior de Controle : LSCy, =Uoc +0 x EP(Uqc ),

. Yo — &
Linha Média ou Central : LMy, =Uqc :Oﬁcac, (19)

Limite Inferior de Controle : LICy, = Upc —q x EP(Uqc ),

emque o EP(U,) é dado pela equacéo (11).

Porém, se o processo estiver sob controle estatistico, entdo, o gerente de processo
pode utilizar os mesmos limites de controle dados em (19) como o modelo de previsao, ou
seja, 0 gerente pode utilizar o mesmo gréafico de controle tanto para monitoramento do
processo quanto para controlar a previsdo de uma nova ou futura observagdo das
varidveis. Na expressdao (19) g é a quantidade de desvios padrdo, e seus valores
dependerdo das necessidades ou do interesse de se ter limites de controle mais largos ou

mais estreitos. Por exemplo, se for utilizado o valor q =2 obtém-se limites de controle

mais estreitos, e, nesse caso, 0 nimero de alarmes falsos tendem a ser elevados. Por outro
lado, os limites de controle, utilizando-se q=3, sdo mais largos, e, por isso, a

probabilidade de alarmes falsos tende a ser menor, o que é sempre desejavel num
processo. Vale ressaltar, aqui, também, que tanto a linha central do grafico quanto os
limites inferior e superior de controle fornecerdo resultados assintdticos, isto é, estes
elementos sempre terdo um erro de segunda ordem em seu processo de estimacao.

3.4. Exemplo de aplicacdo

O objetivo de se introduzir este exemplo é mostrar o formato do gréafico de controle,
utilizando o modelo de calibragdo funcional, considerando as duas situagdes, isto €, o
grafico de controle construido para monitorar o processo e o grafico de controle
construido para se fazer previsdo de uma observagdo futura. Os dados utilizados neste
exemplo é uma adaptacdo de um problema que se encontra no livro do Montgomery e
Runger (2003), e referem-se as grandezas: desgaste abrasivo do ago doce e a viscosidade
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do 6leo. Os autores consideraram o volume desgastado do aco (10™*mm®) como sendo
uma funcdo linear da viscosidade do 6leo. Os valores da grandeza da viscosidade do 6leo
X; e da grandeza do volume desgastado do aco Y; mostrados na Tabela 1 correspondem a
média de duas medidas realizadas para cada uma das 14 observacdes. A amplitude
amostral R entre as duas medidas de cada observacdo da viscosidade, mostradas na
terceira coluna da Tabela 1, representa uma estimativa dos erros de medidas ;.

Tabela 1 - Dados sobre viscosidade e volume desgastado

Observagéo Viscosidade (X;) Volume Desgastado (Y;) R
1 1,70 240,50 0,2
2 9,20 180,50 0,4
3 15,35 193,25 0,3
4 20,25 154,75 0,5
5 22,20 172,50 0,4
6 35,65 110,25 0,3
7 43,10 112,50 0,2
8 40,70 74,50 0,4
9 32,90 93,50 0,2
10 44,55 72,00 0,1
11 43,70 68,50 0,2
12 25,15 196,40 0,3
13 30,75 116,60 0,5
14 14,10 140,50 0,2

Fonte: Montgomery e Runger - Adaptacéo nossa.

Os valores das estimativas dos parametros necessarios a construcdo do grafico de
controle, utilizando o modelo de calibracdo linear funcional, estdo dispostos no Quadro 1.
Além disso, 0 Quadro 1 também mostra que as estimativas dos parametros « e S sdo
significativamente diferentes de zero, uma vez que, com um nivel de confianca igual a
99%, os valores da estatistica t obtida para cada estimador sdo maiores do que 2 (em
valores absolutos) com p-valor bem menor que 0,01.

Com os dados apresentados no Quadro 1 pode-se estabelecer a curva de
calibragdo funcional a qual serd utilizada como a linha central do gréafico de controle

Yo — 223,8535

-3,1814
A Figura 1 ilustra o formato do gréafico de controle quando se utiliza 0 modelo de
calibracéo linear funcional. Como a variancia de J; ndo era conhecida, ela foi estimada
através da média das amplitudes amostrais, na qual a estimativa obtida foi igual a

R= 6% =0,3077.
Na Figura 1, observa-se que as linhas pontilhadas s&o os limites, inferior e superior

de controle, construidos tanto para monitoramento do processo quanto para 0 modelo de
previsao.

sendo dada por: Uy =
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Quadro 1 — Estatisticas obtidas a partir dos dados da Tabela 1, com &%, = 0,3077

Nomes Descricdo Valor Obtido
N Numero de pares de observac@es 14
K N° de observacdes na segunda etapa de calibracdo 1
X Média amostral de X; 27,0929
2 Média amostral de Y; 137,6607
e Estimativa do coeficiente linear ou intercepto 223,8535
5. Estimativa do coeficiente angular da reta -3,1814
&2 Estimativa da variancia dos erros ¢ 4,48E+02
5?2 Estimativa da variancia de U; 191,1119
L Erro quadratico médio de U; 976,0344
¢ Soma das estimativas de 62 com f-c? 450,7855
EP(4.) Erro padréo do estimador 4. 10,5347
t de alfa = 21,2492 P-valor = 0,0000
EP(BC) Erro padrdo do estimador ﬂAP 0,327608
t de beta =-9,7110 P-valor = 0,0000

Volume Desgastado

50
L

-20 o 40 60 80

20
Viscosidade
Figura 1 - Gréfico de controle da viscosidade e volume desgastado utilizando o modelo

de calibracdo funcional com limites 3 sigmas.

Observe que a exemplo dos gréaficos de controle de regressdo, o grafico de controle
utilizando o modelo de calibracdo funcional também apresenta a linha central inclinada,
seguindo a nuvem de pontos do diagrama de disperséo. Porém, ao contrario do gréafico de
controle de regressdo que apresenta os limites de controle paralelo a linha central, aqui os
limites de controle sdo curvados de modo que a regido de controle é mais estreita no
centro da distribuicdo dos dados e mais larga nas extremidades. Como pode ser observado
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na Figura 1, este processo, possivelmente, apresenta-se sob controle estatistico, uma vez
que nenhum dos 14 pontos encontra-se grafado fora dos limites de controle. Além disso,
os pontos estdo distribuidos aleatoriamente em torno da linha central. Neste caso, o0
gerente do processo pode utilizar o grafico para controlar (monitorar) os valores de novas
ou futuras observacbes da viscosidade a partir de valores observados do volume
desgastado. Entretanto, um cuidado que deve ser tomado é quanto a ndo utilizacdo de
valores de Y; que venham a extrapolar os limites dos valores utilizados para ajustar a
curva de calibracéo.

4 Simulagéo de dados

Nesta secdo é simulado um processo sob controle estatistico, utilizando as
expressdes do modelo de calibragdo funcional, mostradas anteriormente. E simulado o
ARL1 e a probabilidade de deteccdo do gréfico, isto é, simula-se, também, o nimero
médio de amostras até a ocorréncia de um alarme, quando o processo estiver operando sob
a influéncia de causas especiais, ou seja, fora de controle estatistico.

Para simular o processo, foi necessario gerar, inicialmente, uma amostra aleatoria de
20 pares de observagBes (X;, Yi), com X; e Y; relacionando-se linearmente. Para tanto, 0s

valores de X; foram considerados constantes fixas, definidas por: X; =(, 2,...,20). Os

VEtores & = (&1, €20, EonsirerEonsk) € G = (A,...,0,) foram gerados a partir de uma
distribuicdo normal com média zero e variancia um, com amostra de tamanho n = 20.
O vetor U; = (U,,...,U,) foi gerado a partir da diferenca dos valores de X; com os

valores de d;, sendo considerados, também, como valores fixos, para satisfazer a condicéo
do modelo funcional. Os valores de Y; foram obtidos a partir da expressao

Y, =a+ pU; +&. Em cada par ordenado, os valores de Y;, que foram utilizados nas

expressdes do modelo funcional, correspondem a média aritmética de 1000 replicacdes,
1000

2 Y,
isto &, Y, = 1=

. Como uma das condigdes adicionais, que fazem com que o modelo de

calibracéo funcional seja factivel é de se supor que a variancia dos erros ¢; seja conhecida,
assim, utilizou-se aqui o valor o =1.

Os resultados da simulagéo do processo, assim como do ARL1 e das probabilidades
de deteccdo, sdo mostrados nas tabelas e graficos a seguir. Na Figura 2, € mostrado o
grafico do processo simulado sob controle estatistico, com =0, f=1, n=20 e

Cbeg =1.

Como pode ser observado, o programa gerou aleatoriamente todos os pontos
dentro dos limites de controle, construidos com 3 desvios padrdo distante da linha central.
Do total das 20.000 observac@es procedentes do processo de iteragdo, o programa contou
11 delas fora dos limites de controle, sendo 6 observagdes acima do limite inferior e 5
abaixo do limite superior de controle. Isto confirma que o programa gerou um processo
sob controle estatistico, pois nesta situacdo se admitiria até 54 observacfes fora dos
limites. Nos graficos e tabelas a seguir séo apresentados os resultados da simulacéo.
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Figura 2 - Gréfico do processo sob controle estatistico, com o =0ef =1.

Observando a Tabela 2, nota-se que pequenas mudancgas (aumentos), no valor do
intercepto, ndo sdo suficientes para que o ARL1 possa diminuir, significativamente. Nota-
se que mesmo com o aumento do tamanho da amostra n, o decréscimo do ARL1 é lento, e
qualquer que seja o tamanho da amostra, este decréscimo acontece de uma forma,
aproximadamente, linear.

Tabela 2 - Valores do ARL1, modelo funcional normal com EP(,@C):O

o7
\% 03 05 0.8 1,3 15 2,0

20 13 11 9 8 7 6
30 12 10 8 7 6 5
40 10 9 7 6 5 4

Na Figura 3 sdo mostradas as probabilidades de deteccdo do grafico. Como podem
ser observadas, essas probabilidades sdo bem pequenas, mesmo com tamanho da amostra
grande, n =40, e com o valor do intercepto aumentado em 2 desvios padrdo. Nesse caso,
a probabilidade de detecgdo ndo chega a 25%, e, conseqlientemente, a probabilidade do
erro tipo 11 fica acima de 75%, o que ndo é desejavel num gréafico de controle. Ou seja, se
houver alteracdo apenas nos valores do intercepto, o grafico ndo é poderoso em detectar as
alteracGes, principalmente se elas forem pequenas.

Na Figura 3 sdo mostradas as probabilidades de deteccdo do grafico. Como podem
ser observadas, essas probabilidades sdo bem pequenas, mesmo com tamanho da amostra
grande, n =40, e com o valor do intercepto aumentado em 2 desvios padrdo. Nesse caso,
a probabilidade de detec¢do ndo chega a 25%, e, conseqlientemente, a probabilidade do
erro tipo 11 fica acima de 75%, o que ndo é desejavel num gréafico de controle. Ou seja, se
houver alteracdo apenas nos valores do intercepto, o grafico ndo é poderoso em detectar as
alteracGes, principalmente se elas forem pequenas.
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Probabilidade de Detecgéo

E.P.(Gc)
Figura 3 — Probabilidade de detec¢do do gréfico de controle utilizando

0 modelo de calibragdo funcional com EP(,@C):O .

Na Tabela 3 nota-se que, em se mantendo fixo o valor do intercepto a=0, e
alterando-se apenas o valor do coeficiente de inclinagdo da reta, o0 nimero médio de
observagdes, até a ocorréncia de um alarme, diminui mais rapidamente do que no caso
anterior. Nota-se que essa reducdo do ARL1 ainda é um pouco lenta, praticamente linear.

Tabela 3 — Valores do ARL1, modelo funcional normal com EP(&,)=0

EP(A) 0,3 0,5 0,8 13 15 2,0
n

20 11 10 9 7 6 4
30 10 9 8 6 4 3
40 9 8 7 5 4 3

Na Figura 4, que as probabilidades de deteccdo do grafico aumentam,
consideravelmente, quando o intercepto mantém-se fixo e os valores do coeficiente de
inclinagdo vao aumentando. Nota-se que, mesmo com pequenos aumentos nos valores de
B e com tamanho de amostras, também, menores (n=20), por exemplo, as
probabilidades estdo todas acima de 20%, chegando, inclusive, a superar 80%, quando
n =40 e B sofre um aumento de 2 desvios padrdo. Com isso, as probabilidades do erro
tipo Il diminui drasticamente, o que é sempre desejavel num gréfico de controle.
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Figura4 — Probabilidade de detec¢do do gréfico de controle utilizando o
modelo de calibragéo funcional com EP(¢,)=0.

De um modo geral, quando ha duas variaveis que se correlacionam linearmente, e
uma delas ou ambas sofrem alteracGes em suas medidas, isto acarreta mudangas de

valores ndo sé no valor do estimador do intercepto ¢&. ou sé no estimador do coeficiente
de inclinacdo BC , mas, sim, em ambos os estimadores dos parametros. E, justamente, por

este motivo que se realizou, também, uma simulaco, utilizando-se varios valores para 0s
estimadores dos pardmetros da regressdo, como mostrado nas tabelas e gréficos a seguir.
Os valores da Tabela 4 revelam que a partir do momento em que o intercepto
aumenta de valor, passando de O (zero) para 0,3 desvios padrdo conjuntamente com
aumentos no coeficiente de inclinago, o ARL1, continua a diminuir, principalmente, para

grandes deslocamentos nos valores de /?C . Isto mostra que o grafico de controle proposto

é sensivel a mudancas nos valores das variveis.

Observando-se a Tabela 4 e no gréafico da Figura 5, pode-se notar que o poder do
grafico em detectar alteracbes nos valores das varidveis envolvidas, no modelo de
calibracgo linear funcional, é grande.

Tabela 4 — Valores do ARL1, modelo funcional normal com EP(¢&.)=0,3

EP(/

. () , 0,5 0,8 1,3 15 2,0
20 10 9 7 5 4 3

30 9 8 6 5 4 3

40 8 7 6 4 3 2
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Figura5— Probabilidade de deteccdo do grafico de controle utilizando o
modelo de calibragéo funcional com EP(¢,)=0,3.

Nota-se que, com o tamanho da amostra igual a 40, o grafico detecta pequenas
alteracBes nos valores dos coeficientes com probabilidade acima de 60%. Nota-se,
também, que, mesmo com valores menores para o0 tamanho da amostra, a probabilidade de
deteccdo rapidamente ultrapassa os 50%. Dessa forma, as probabilidades do erro tipo Il
diminuem numa propor¢do inversa ao aumento do poder do grafico, como mostrado na
Figura 6, revelando, assim, a eficiéncia do grafico em detectar a presenca de causas
especiais no processo.

0,8

07
= .\ n=20
o i\
-E-O'G \-\ ---.n=30
o 051y
s A — —n=40
w o4 R
e NN
S 03 .
e S UT—

02 P

— - - -

0,1
03 0,6 0,9 1,2 15 18

EP(/:)
Figura 6 — Probabilidades do erro tipo Il do grafico de controle utilizando o
modelo de calibragéo funcional com EP(&,)=0,3.

Quando o intercepto sofre uma alteracdo, na ordem de meio desvio padréo, e 0
coeficiente de inclinacdo aumenta seu valor em 2 desvios padrdo, as probabilidades de
deteccdo do gréfico ficam acima de oitenta por cento, como pode ser visto na Figura 7.
Nota-se, também, na Tabela 5 que, com essa configuracdo, 0 nimero médio de
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observacdes até a ocorréncia de alarme verdadeiro é igual a 2, para amostras de tamanho
30 e 40. Nesse caso, as probabilidades de deteccdo de pontos fora dos limites de controle
estdo acima de 60%, mesmo que o deslocamento no valor do coeficiente de inclinagéo
seja pequeno (0,6 desvios padrdo).

Tabela 5 — Valores do ARL1, modelo funcional normal com EP(&.)=0,5

B
\% 0,3 0,5 0,8 1,3 15 2,0

20 9 8 6 5 4 3

30 8 7 5 4 3 2

40 7 6 5 4 3 2
3 S ;_,—_—/—

0.8

0.7

7
A\

Probabilidade de Detecgao
0.6

0.5

R
/,

A\
/
/

n =20

d
8

n = 40;

0.3 0.4
L

05 1.0 15 2.0
A
E.P.(Bc)

Figura 7 — Probabilidade de deteccéo do gréfico de controle utilizando
0 modelo de calibragdo funcional com EP(&.)=0,5.

A Tabela 6 mostra que o ARL1 continua a diminuir a medida que se aumenta o valor
do intercepto, juntamente com aumentos no valor do coeficiente de inclinacdo. Nota-se
que para todos os tamanhos de amostra utilizados na simulacdo e deslocamentos de dois
desvios padrdo em f., o grafico capta pontos fora dos limites de controle logo na
segunda observagdo, ap0s 0 processo sair do controle estatistico, com probabilidades bem
elevadas, como mostrado na Figura 8, o que é sempre desejavel num controle estatistico
de processos.

Tabela 6 — Valores do ARL1, modelo funcional normal com EP(¢&.)=0,8

EP(/

N (fe) 0,3 0,5 0,8 1,3 1,5 2,0
20 8 7 6 5 4 2
30 7 6 5 4 3 2
40 6 5 4 3 2 2
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Figura 8 — Probabilidade de deteccdo do gréfico de controle utilizando
0 modelo de calibragdo funcional com EP(&.)=0,8.

Por outro lado, se os valores das variaveis X; e Y; continuarem a se alterar seus

valores, de modo que o valor de &, passe de 0,3 para 1 desvio padrdo, entdo, 0 nimero
médio de observacOes até a ocorréncia de um alarme diminui mais ainda, como mostrado
na Tabela 7 e na Figura 9. Nota-se que nesse caso, qualquer que seja o tamanho da
amostra, o ARL1 diminui, consideravelmente, quando comparado com as situacdes
anteriores. Se num processo produtivo, o tempo de retirada das amostras for de hora em
hora, entdo o gréafico detecta a presenga de causas especiais no processo, no tempo

méaximo de 7 horas para pequenas alteracfes nos valores de ﬁc. Se houver grandes

mudangas nos valores de ,[?C (2 desvios padrdo), entdo, com o tamanho da amostra igual a

30 ou 40, o grafico capta tais mudangas, logo na segunda observacdo, ap6s 0 processo sair
de controle, com probabilidade acima de 90%, como mostrado na Figura 9.

Tabela 7 — Valores do ARL1, modelo funcional normal com EP(¢&.)=1,0
EP(/&)

n 0,3 0,5 0,8 13 15 2,0
20 7 6 5 4 3 2
30 6 5 4 3 3 2
40 5 4 3 3 2 2
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Figura9 — Probabilidade de deteccdo do grafico de controle utilizando o
modelo de calibracéo funcional com EP(&.)=1,0.

Nota-se que com essa configuragdo, isto é, com ¢, deslocando-se em 1 desvio

padrdo e /S’C variando de 0,8 a 2 desvios padrdo, o grafico mostra-se extremamente

poderoso, detectando essas alteracBes com grande probabilidade. Dessa forma, se duas
caracteristicas da qualidade X; e Y; forem correlacionadas linearmente, de modo que a
caracteristica X; possa ser considerada como uma constante fixa, mas obtida com erros de
medida, entdo, o gréfico de controle, utilizando o modelo de calibragcdo funcional
apresenta-se como uma boa ferramenta para que o0 engenheiro possa monitorar 0 processo,
construindo um Unico gréfico de controle.

Conclusodes

Neste artigo foi mostrada a importancia de se utilizar modelos de calibracdo
funcional na construgdo de grafico de controle para monitorar simultaneamente a relagao
de duas variaveis correlacionadas linearmente. Discutiu-se a forma utilizada para estimar
a variabilidade dos erros de medidas e a formacéo desses erros no interior da linha de
producdo de uma empresa. Foram apresentados os estimadores consistentes e néo
viesados dos pardmetros do modelo de calibracdo funcional.

Foi apresentado, também, o estimador da curva de calibragcdo e algumas de suas
propriedades estatisticas, tais como: consisténcia e ndo viés. Obteve-se a variancia e o erro
padrdo do estimador classico da quantidade desconhecida do verdadeiro valor da variavel
independente. Discutiu-se ainda o problema relacionado com a dificuldade para se obter
intervalos de confian¢a para um valor predito da varidvel independente e finalmente
foram apresentados os limites inferiores e superiores de controle utilizando o modelo de
calibracdo linear funcional, sob a suposi¢do de se conhecer (ou poder estimar) a variancia
dos erros.

O processo de simulagdo de dados confirmou a eficiéncia do grafico de controle
proposto no artigo na obten¢do dos ARL1’s e das probabilidades de detec¢do de pontos
fora dos limites de controle. Nessa simulagdo foi considerado que as variaveis envolvidas
no processo, inclusive os erros de medidas, se distribuissem normalmente. O resultado
desse estudo evidencia que o grafico proposto no artigo é sensivel a presenca de causas
que intervém no processo detectando-as rapidamente, com grandes probabilidades.
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assumption of variance of measurement errors known. Rev. Bras. Biom., Lavras, v.34, n.1,
p.183-209, 2016.

= ABSTRACT: This article has as its main objective the construction of control charts using the
calibration model functional. For this purpose it is assumed that the variance of measurement
errors involved in calibration model functional is known, or can be estimated, because this is one
of the conditions of regularity of calibration model functional. More precisely, the assumption of
knowing one of the variances of the errors makes the functional model is feasible, that is, makes
it possible to estimate the parameters of the model. It is believed, also, that the measurement
errors of dependent and independent variables are additives and normally distributed.
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