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» RESUMO: Uma caracteristica distintiva da Inferéncia Bayesiana é que nos permite
introduzir a informacdo de um especialista na andlise estatistica.  Portanto, o
desenvolvimento de métodos para construgdao de distribuigbes a priori que represente
esta informagado de forma adequada é muito importante para a aplicagdo de métodos
Bayesianos. Contudo, a dificuldade para construir um procedimento para quantificar a
informagao a priori tem contribuido para o aparecimento de vérios procedimentos para
a obtencdo de distribui¢des a priori. Entdo, um estudo para verificar quao informativo
estes procedimentos sdo é de grande interesse préatico. Neste artigo, os métodos propostos
por O’Hagan (1998), Fox (1966), Gross (1971) e Bissecgdo para elicitar a distribuicdo
a priori Beta sao discutidos. Um exemplo real é apresentado para mostrar a aplicagao
desses métodos em uma situagdo pratica.
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1 Introducgao

A elicitaggo é o processo de transformagdo do conhecimento de um
especialista sobre alguma quantidade desconhecida na forma de uma distribuigao
de probabilidade. No contexto da andlise estatistica Bayesiana, essa distribuicao de
probabilidade é geralmente utilizada como distribuicao a priori para um ou mais
parametros desconhecidos de um modelo estatistico.

A elicitagdo é uma parte importante do paradigma Bayesiano, porém, ainda
pouco utilizada. Apesar de trazer grandes contribuigtes a andlise estatistica, muitos
acreditam que a elicitagao é inviavel. Um dos fatores é a diculdade em representar
adequadamente a opinido do especialista na forma probabilistica, outro é o vicio
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algumas vezes encontrado nas respostas dos especialistas quando questionados sobre
situacoes que envolvem incertezas.

O desafio no processo de elicitagao consiste na elaboracao de perguntas
adequadas que permitam capturar o conhecimento do especialista e amenizem o
possivel vicio de suas respostas. Além disso, é necessario uma fase de treinamento
para que o especialista se familiarize com o formato do processo de elicitagao.

Existem diversas aplicagoes das técnicas de elicitagao no estudo de situagoes
raras, ou seja, situacoes em que nao existe uma quantidade relevante de dados
disponivel. Nesses casos, a opiniao do especialista é fundamental no processo de
decisdo. Gustafson et al. (2003) elicitou a opiniao de um especialista sobre mudanga
organizacional, nessa situagido ndo existiam dados disponiveis. Dominitz (1998)
elicitou a opinido de um especialista sobre futuras remuneracées, novamente nao
existiam dados. Ang e Buttery (1997) elicitaram avaliagdes sobre a seguranca de
usinas nucleares. Laws e O’Hagan (2002) elicitaram a opinido de um especialista
sobre erros no processo de auditoria financeira. Alguns outros exemplos podem ser
encontrados em Grisley e Kellogg (1982) sobre aplicagdes na agricultura e Coolen et
al. (1992) em aplicagbes na engenharia. Martz e Waller (1982), Fox (1966), Gross
(1971) e Van Noortwijk et al. (1992) apresentam procedimentos de elicitagdo no
contexto de confiabilidade.

E assumido que o especialista apenas seja capaz de definir algumas medidas
de sua densidade, tais como mediana, moda, média e percentis. Para traduzir
essas informagoes na forma de uma distribuicao de probabilidade podemos utilizar
tanto a metodologia paramétrica quanto a nao-paramétrica. Na elicitagao
paramétrica, o estatistico ajusta as informagoes provenientes do especialista a
uma distribuicdo pertencente a alguma familia de distribui¢bes paramétricas. A
elicitacao nao-paramétrica é um procedimento mais flexivel, contudo, podem ser
computacionalmente impraticdvel para grandes conjuntos de dados (O’Hagan, 1991
e Rasmussen & Ghahramani, 2002).

Nosso interesse nesse artigo é discutir alguns métodos de elicitagao propostos
na literatura com énfase na elicitacio da distribui¢do Beta. A familia de
distribuicoes Beta é frequentemente utilizada como distribuicao a priori para a
confiabilidade de um componente ou proporgoes. Nos concentraremos nos mtodos
de elicitao propostos por O’Hagan (1998), Fox (1966), Gross (1971) e Bisseccao.
Para ilustrar esses métodos de elicitagao e compara-los nds consideramos dados
simulados como fossem elicitados de um especialista.

Esse artigo estd organizado da seguinte forma. Na Secao 2, as etapas do
processo de elicitacao sao descritas. Segao 3 descreve as dificuldades com o uso de
distribuicoes a priori mais simples para representacao da informagao do especialista.
Algumas técnicas paramétricas para elicitacao da distribuio Beta sdo abordadas na
Secao 4. A Secgao 5 fornece uma simulagao das abordagens consideradas no artigo
e comparacoes. Na Secao 6 descrevemos uma aplicagao real dos metodos estudados
e finalmente a Segao 7 traz as conclusoes.
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2 O Processo de elicitacao

Uma metodologia confiavel a fim de elicitar a informagao proporcionada pelo
especialista é um pré-requisito para especificarmos a distribuicdo a priori dos
parametros de um dado modelo estatistico. A literatura mostra que é importante,
ao aplicar um procedimento de elicitacao da opinido do especialista, fazé-lo de uma
forma estruturada, clara e transparente. Nesta se¢cao discutimos como estruturar a
elicitacao do especialista em etapas, de forma que possamos obter uma distribuigao
a priori defensével. Segundo Garthwaite, Kadane e O’Hagan (2005) o processo de
elicitagao pode ser realizado em quatro etapas.

Etapa 1. Selecao e treinamento do especialista.

O treinamento do especialista é realizado para investigar a precisao de suas
especificagoes probabilisticas e familiarizd-lo com o procedimento estatistico, para
aqueles que nao os conhecem.

Etapa 2. Elicitagao das especificages probabilisticas do especialista.

As especificagoes escolhidas podem ser momentos da distribuicao ou qualquer
outra quantidade que o estatistico acredita que o especialista possa ser capaz de
fornecer. Nesse trabalho, alguns percentis serao elicitados nesse estdgio do processo.

Etapa 3. Ajuste de uma distribuicaio de probabilidade as especificagoes
probabilisticas fornecidas pelo especialista.

A distribuicao ajustada é conhecida como densidade estimada do especialista,
pois tal distribuicao representa a opiniao do especialista.

Etapa 4. Feedback.

Os resultados do ajuste sao apresentados ao especialista que avalia se sua
opiniao estd sendo bem representada. Se o especialista ficar insatisfeito com os
resultados, entao retorna-se & etapa 2 e elicita-se mais informacoes.

A etapa 2 tem sido foco de muitos trabalhos na drea da psicometria. Apesar de
existir uma vasta literatura sobre os aspectos psicométricos no processo de elicitacao,
nao faz parte do objetivo desse trabalho tal estudo. Informagoes adicionais sobre a
estruturacao e aplicacao de um processo de elicitagao podem ser obtidas em Meyer
e Booker (1991).

3 Técnicas paramétricas de elicitacao

Uma das suposi¢oes presentes na maior parte das técnicas de elicitagao é
a de que a densidade do especialista pertence a alguma familia paramétrica.
Assim, o foco do estudo torna-se a elicitacdo dos hiperparametros da densidade
de probabilidade selecionada.

Uma vez obtidas as especificagdes probabilisticas do especialista, o processo
de elicitacao se completa com o ajuste de uma distribuicao a esses dados elicitados.
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A distribuigao Uniforme é a distribuicao mais simples que pode ser ajustada as
crencgas do especialista.

Nesse caso, o especialista s6 precisa especificar um intervalo [a; b] no qual ele
acredita que o parametro esteja. Na maioria das vezes, essa distribuicao é bastante
criticada por ser muito simples. Ela atribui probabilidade zero para os valores que se
encontram fora do intervalo especificado e mesma probabilidade para todos aqueles
que pertencem ao intervalo.

Assim, valores préximos a extremidade do intervalo possuem a mesma
probabilidade daqueles que se situam no centro do mesmo.

A distribuicao triangular evita o problema de atribuir mesma probabilidade
para valores centrais e extremos. Para essa distribuicao, o especialista também
precisa especificar a moda, denotada por 'm’. Entao a distribuigao assumida possui
densidade

_ ) 2wy Se aszs<m 1
o= 2= se m<w<b (1)

O ajuste dessa distribuicao a crenca do especialista pode ser melhor do que
o encontrado com a distribui¢do uniforme, porém a probabilidade de um valor que
nao pertence ao intervalo ainda é zero.

Geralmente, métodos de elicitagao mais complicados impoem uma estrutura
sobre a opiniao de um especialista, assumindo que seu conhecimento pode ser
representado adequadamente por uma distribuigao de probabilidade mais complexa
do que a uniforme e a triangular.

Essas distribuicoes de probabilidade sao controladas por um ou mais
pardmetros (conhecidos como hiperparametros). Assim, o processo de elicitacao
consiste em escolher adequadamente valores para esses hiperparametros que
consigam capturar as principais caracteristica da opiniao do especialista.

4 Ajustando a distribuicao Beta

A distribuicao Beta é bastante utilizada para representar o conhecimento do
especialista para determinadas quantidades de interesse, por exemplo a funcao de
confiabilidade num instante ”t”, denotada por R(?).

Se a variavel aleatoria X possui distribuicao Beta com parametros de forma [
e k, entao sua fungao densidade de probabilidade é dada por

1 -1 k—1
= 1- 0 1 2
f@) = g - <a<t, 2)
onde B(l, k) = FF(EK%) e T(x) = [, t*"te~"dt é a fungdo gama.
A esperanca e a variancia sdo dadas respectivamente por:

B(X)= 10 e Var(X) w 0

= T = .

I+ ¢ (+k)2(1+k+1)
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A distribuigdo Beta possui dois pardmetros que nao devem ser elicitados
diretamente, visto que é impraticavel esperar que o especialista entenda a fungao
dos parametros de uma distribuicao de probabilidade. Porém, a média e a variancia
da distribuigao Beta possuem relacao direta com seus parametros. Assim, elicitando
os valores da média e variancia podemos determinar os valores de 1 e k. Contudo,
a elicitagdo dos momentos de uma distribuicao é muito criticada (veja Garthwaite,
Kadane e O’Hagan, 2005).

Alguns pesquisadores como Beach e Swenson (1966), Peterson e Miller (1964)
e Spencer (1961) investigaram a habilidade das pessoas em fornecer medidas de
tendéncia central.

Uma amostra de numeros foi exibida para alguns individuos para que
estimassem a média, a moda e a mediana. Os pesquisadores observaram que quando
a distribuig¢ao da amostra era aproximadamente simétrica, as estimativas dessas trés
medidas eram precisas. Porém, o mesmo nao acontecia quando a distribuigao da
amostra era assimétrica. Por exemplo, os pesquisadores Peterson e Miller (1964)
observaram que quando a distribuicao era assimétrica a direita, as avaliagoes da
mediana e da moda foram razoavelmente precisas, porém as avaliacoes da média
foram tendenciosas.

A elicitacdo da variancia é ainda mais criticada. Em estudos onde a estimativa
da variancia foi requisitada ao especialista, os pesquisadores perceberam que as
pessoas tém muita dificuldade em entender o signicado da variancia e atribuir valores
numéricos a ela. Assim, a varidncia nao deve ser elicitada diretamente.

Um método proposto por O’Hagan (1998) e utilizado para ajustar qualquer
distribuicao a opiniao do especialista, evita a elicitacao da variancia. Em um
primeiro momento, esse método requer a elicitagdo da moda (), do limite inferior
(i) e do superior (8) da distribuigdo do especialista. No préximo estégio as seguintes
probabilidades sao requeridas do especialista

p1 = Pl<X<m),

pp = P %<X<%+2m>,

p3 = P(m;§<X<§), (4)
ps = P %<X<2+43m>,

ps = P<§+43m<X<§>.

As probabilidades foram requisitadas nessa ordem para minimizar o vicio.
Além disso, a escolha desses intervalos evita que o especialista avalie pequenas
probabilidades. Para fornecer uma melhor elicitagao do centro da distribuigao, os
intervalos sao menores em torno da moda.
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Posteriormente as respostas sao convertidas em seis probabilidades, descritas
como:

ql—P<’L<X<Z+m> = D2,
i+ m i+ 3m
Q2=P< 5 X 1 = ps—D2,

= 1-—p1—ps,

= P5 —P3,

q3:P<z+3m<X<m> = p1— P4, (5)
)
)

qﬁzp(m;s<x<§> = ps.

Para o caso da distribuicao Beta, temos i=0e5=1. Paraobter a distribuicao
Beta(lA, 12;) que melhor representa a opiniao do especialista, determinamos o par
de valores de (Z , lAc) que minimize a soma de quadrados das diferencas entre as
probabilidades elicitadas e as probabilidades da distribuigdo Beta(l, k).

Entre os métodos descritos, podemos destacar o de Fox (1966) e Gross (1971).

No método de Fox (1966) o especialista é solicitado a fornecer uma estimativa
para a moda de sua distribuicao, denotada por m e a probabilidade p de X pertencer
ao intervalo [ — Zr, 7 + Z], em que 0 < Z < 1 é dado ao especialista. As

estimativas dos parametros, [ e k, sap encontradas através das seguintes equagoes
-1

f:m, 6
l+k—2 ©
WAZm g i -

—x " (1 —x)" “dx =p. 7
/mfzm B(l, k) ( ) b @)

O método de Gross (1971) sugere que o especialista forneca a média de sua
distribui¢do (Z) e a probabilidade p de X pertencer ao intervalo [0, ZZ], em que
0 < Z < 1 é dado ao especialista pelo estatistico. As equagoes obtidas sao

[
P a— = f, 8
I+ k ®)

R -1/ . \k—1 _
/0 B(Z,ff)z (1—2)"""dx = p. (9)

Em comparao ao método proposto por O’Hagan o qual requer seis
probabilidades elicitadas tanto o mtodo de Fox quanto Gross exigem apenas uma.
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Outro método proposto na literatura é o método da Bissecgao. Este método
requer que o especialista forneca os quartis, particioando o intervalo [0, 1] em quatro
intervalos de probabilidades iguais. Segundo O’Hagan et al.(2005) esse método
consiste na seguinte sequéncia de perguntas:

Seja X a quantidade desconhecida de interesse. Determine um valor (a
mediana do especialista) tal que X seja igualmente provavel ser maior ou menor do
que esse ponto.

Supondo que o valor de X esteja abaixo da mediana especificada
anteriormente, determine um novo valor (quartil inferior) tal que seja igualmente
provavel que X seja menor ou maior do que esse valor.

Supondo que o valor de X esteja acima da mediana especificada na pergunta
1, determine um novo valor (quartil superior) tal que seja igualmente provével X
ser menor ou maior do que esse valor.

5 Simulacao

Nesta secao analisaremos o comportamento da distribuicao a priori beta
elicitada através dos métodos propostos neste artigo.

Para efeito de comparacao dessas distribuigoes a priori com a verdadeira
distribuicao a priori Beta utilizamos diferentes valores dos parametros que fornecem
diferentes formas da densidade da Beta.

As Tabelas 1 a 3 fornecem os estimadores dos parametros obtidos
da informacdo dada pelo especialista em forma de probabilidades, média e
moda. Assumindo que a informacao do especialiasta estd sujeita a imprecisao,
consideramos entao um erro £; ocorrido nas probabilidades elicitadas e um erro &5
na média e moda. Sem perda de generalidade consideramos esses erros iguais em
cada tabela. Assim, as probabilidades, média e moda consideradas elicitadas nesta
simulagao sao dadas por:

P{0e Ay =P{0 € A} +er, i =m+e0,T = E + e, (10)

onde P{f € A}, m e E sao probabilidades, moda e média da distribuicdo Beta,
respectivamente. A é o intervalo contendo a varivel cuja probabilidade ser elicitada.
Os erros tomam valores ; = 0.01, 0.05 e 0.1 para avaliar sua influéncia na estimacao.
Como os valores a serem elicitados estao entre 0 e 1 assume-se que o especialista
seja capaz de fornecer valores com uma margem de erro pequena. Desta forma, o
especialista estard fornecendo os valores de P*{# € A}, m e T onde A constitui
diferentes intervalos sugeridos pelo estatistico para que ele forneca as respectivas
probabilidades. Nesta Secao, estes valores sao gerados da distribuicao Beta para
cada par de parametros considerados nas Tabelas a seguir.

Os graficos das distribuigoes a priori sao mostrados ap6s cada correspondente
tabela.
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Tabela 1 - Estimagao dos parametros da distribuicao a priori Beta elicitada com

€1 = &9 = 0.01

(1, k) O’Hagan Fox Gross Bissecgao
(1,3) (0.96,2.75) (1.03,4.45) (0.86,2.45) (1.07, 3.07)
(2,2) (1.84,1.85) (2.09,2.05) (1.75,1.68) (2.03,1.96)
(2,5) (1.83,4.55) (2.16,5.36) (1.72,4.11) (2.11, 5.05)
(5,1) (4.45,0.89) (5.41,0.95) (3.65,0.68) (4.69, 0.89)

Tabela 2 - Estimagao dos parametros da distribuicao a priori Beta elicitada com

€1 = &9 = 0.05

(1, k) O’Hagan Fox Gross Bisseccao
(1,3) (0.72, 1.89) (L.25,5.79) (0.45, 1.05) (.37, 3.31)
(2,2)  (1.38,1.42) (2.47,2.20) (0.97,0.79) (2.16, 1.80)
(2,5) (1.27,3.07) (2.84,6.51) (0.93,1.84) (2.57, 5.19)
(5,1) (3.27,0.69) (20.00,0.1) (1.19,0.15) (3.35,0.51)

Tabela 3 - Estimagao dos parametros da distribuicao a priori Beta elicitada com

1 = €9 =0.1

I, k) O’Hagan Fox Gross Bisseccao
(1,3) (0.50,1.19)  (1.68, 7.1) (0.15, 0.27) (1.6, 3.46)
(2,2)  (1.00,1.07)  (2.90,2.26)  (0.32,0.21) (2.26, 1.58)
(2,5) (0.79, 1.80) (3.64, 7.16) (0.36, 0.57)  (3.15, 5.18)
(5,1) (2.68,0.64) (12.00,3.6e-05) (0.01, 0.001) (1.86, 0.23)

Utilizamos o parametro Z requerido nos procedimentos propostos por Fox e
Gross com o valor Z = 0.5.

Obviamente quando a margem de erro é pequena a precisao é muito maior
na estimacao da distribuicao a priori independentemente do método utilizado.
Contudo, quando esse erro aumenta, alguns métodos tornam-se completamente
inapropriados produzindo inclusive distribuicoes a priori consideradas nao-
informativas, como o método de Gross mostrado na Figura 3. As distribuicées a
priori Beta(1, 1) e B(0.5, 0.5) sdo consideradas distribui¢os a priori ndo-informativas.

Pelas Figuras 1 a 3 observamos também que a distribuicao a priori proposta
por O’Hagan é a menos influencida pela precisao da informacao do especialista.
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Figura 1 - Comparacao grafica das densidades elicitadas e verdadeira para &
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Eg = 0.1.

Os métodos propostos por Fox e Gross dependem do parametro k, cujo valor

deve estar no intervalo [0, 1], fornecido pelo estatistico.

A Tabela 4 mostra a

influéncia do valor de Z na estimacao da distribuicao a priori do especialista.
Podemos observar que as estimativas dos parametros da distribuigao a priori
Beta sao melhores quando Z = 0.5.

Tabela 4 - Anélise do parametro Z requerido nos métodos de Fox e Gross

FOX GROSS
0, k) Z=0.1 7Z=05 7Z=038 Z=0.1 7Z=05 7=0.8
(1,3) (1.95,19.10) (1.03,4.45)  (1.21,5.07)  (0.65, 1.52) (0.45, 1.05)  (0.16, 0.38)
(2,2) (3.42,298) (209,205 (18.02,14.93) (0.87,0.71) (0.97,0.79)  (0.01, 0.01)
(2,5) (4.07,10.21) (2.16,5.36)  (3.14, 7.44)  (1.00,1.98) (0.93,1.84) (0.26, 0.52)
(5,1) (4.45,083) (5.41,0.95) (10.18,0.56)  (8.57, 1.13) (1.19,0.15) (1.20, 0.22)

6 Exemplo real

Discutimos agora uma aplicagio prética apresentada em Moala (2009) para a
estimagao da distribuigao a priori do risco de fraturas em pacientes que sofrem de

osteoporose.

58

Rev. Bras. Biom., Sao Paulo, v.34, n.1, p.49-62, 2016



Para um paciente recebendo um particular tratamento héa risco incerto de
fratura do 0sso e entao nosso interesse sera a construcao de uma distribuicao a priori
para este risco sob um determinado tratamento. A informacdo sobre o risco para
qualquer tratamento vird das informacoes do clinico (especialista em osteoporose).

E pedido ao clinico fornecer o valor mais provavel do risco (moda m), o risco
esperado/médio T e os quartis go.25, go.50 € go.75- No caso dos quartis, por exemplo
do 1°quartil, o estatistico pede ao clinico o valor gg.25 para qual ele sente haver uma
chance de 25% que o risco seja menor que qg.o5.

Entao, baseado nessas informagoes podemos estimar os parametros da
distribuicao Beta através dos quatro métodos de elicitagao propostos.

A partir dos quartis, média e moda fornecidos pelo clnico e das probabilidades
ajustadas em Moala (2009) podemos complementar a informagao necessiria para a
utilizacao dos métodos propostos aqui.

Os quartis elicitados sao dados por qg.o5 = 0.55, go.5 = 0.62 e gg.75 = 0.75,
moda m = 0.6 e média T = 0.7.

Dai, as probabilidades requiridas na utilizacao do método de O’Hagan sao
dadas por

p=P{0< X <m}=P{0<X <06} =042

pp=P{0<X < LM} = P{0< X <0.3} =0.03

U<X<U}=P{08<X<1}=1-P{X <08} =020
pa=P{0< X < EE3m) — Pl < X <045} = 0.093

ps=P{UEm < X <1} =P{0.7< X <1} =1-P{X <0.7} =0.30

Considerando Z = 0.5, entao a probabilidade requerida pelo Método de Fox é
dada por

P=P{m-—mZ<X<m+mZ} = P{0.3< X <09} = P{X < 0.9} —
P{X < 0.3} = 0.887 — 0.03 = 0.857.

e para o Método de Gross a probabilidade é dada por

P=P{0<X<7zZ}=P{0< X <0.35} =0.044 , para Z = 0.5.
A Tabela 5 apresenta os parametros estimados da distribuigao a priori Beta

pelos quatro métodos de elicitacao considerados neste artigo e a Figura 4 apresenta
as correspondentes densidades estimadas.
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Tabela 5 - Elicitacao da distribuicao Beta

Métodos l k
O’Hagan 5.406 3.244
Fox 2,912 2.274
Gross 3.800 1.628
Bisseccao 6.917 3.992
" fox L N
4444444 gross L AN
--- hagan ’ -\§
N bisseccdo // \

Figura 4 - Distribuigoes a priori elicitadas para o risco de osteoporose.

Concluses

A Elicitagao de distribuicbes a priori é um importante componente da
Inferéncia Bayesiana e ainda pouco pesquisada. A opinido do especialista
tem um importante papel na modelagem de problemas para os quais nao hé
dados suficientes. Além disso, em qualquer andlise estatstica haver certamente
alguma forma de conhecimento disponvel sobre o assunto, além dos dados.
Nos apresentamos os resultados de uma simulagao comparando quatro populares
métodos para a elicitagao da distribuicao Beta. Mostramos uma superioridade dos
métodos propostos por O’Hagan e Bissecgao sobre os métodos propostos por Fox e
Gross. O método de O’Hagan mostra uma performance melhor que da Bisseccao
quando a imprecisdo do especialista e aumenta. Um exemplo foi apresentados
para ilustrar as metodologias analisadas. Uma proposta de estudo futuro seria
estender a comparacao desses métodos analisados neste artigo sob a distribuigao
Beta comparando-os sob a distribui¢do de Kumarasawmy (1980).
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m ABSTRACT: A distinctive feature of Bayesian inference is that allows us to use the the
expert’s information in a statistical analysis. Therefore, the development of methods
for construction of prior distributions that represent this information in an appropriate
manner is very important for the application of Bayesian inferences. However, the
difficulty to build a procedure to quantify this prior information has contributed to the
development of several procedures for obtaining prior distributions. Then a study to
verify how informative these procedures are is of great practical interest. In this paper,
the methods proposed by O’Hagan (1998), Fox (1966), Gross (1971) and Bisection to
elicit the prior distribution Beta are discussed. A real example is presented to show the
application of these methods in a practical situation.

KEYWORDS: Elicitation; Beta distribution; prior distribution; Bayesian analysis;
expert.
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